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摘要: 本文研究了有界解析函数的 n 阶导数估计. 利用有界解析函数泰勒展开式的系数估计，

得到了 n 阶导数估计的一般式, 改进了已有的相关结果.
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1 引言

设 ϕ(z) 在 |z| < 1 内解析，且 |ϕ(z)| < 1，则由 Schwarz 引理可知如下不等式

|ϕ′(z)| ≤ (1− |ϕ(z)|2)/(1− |z|2).

1984 年，文献 [1] 得到了二阶与三阶导数的估计式. 当 ϕ(z) 满足上述条件时，则

|ϕ′′(z)| ≤ 2!(1 + |z|)
(1− |z|2)2 (1− |ϕ(z)|2).

随后，文献 [2] 将结果推广至 n 阶导数的一般估计式 |ϕ(n)(z)| ≤ n!(1−|ϕ(z)|2)
(1−|z|2)n

n−1∑
m=0

I(n,m)|z|m,

其中 I(n, 0) = 1, I(n, 1) = n − 1, I(n,m) =
m∑

k=1

(
n−1

n−k−1

)
I(n − k, m − k);m ≤ n − 1,m =

1, 2, · · · , n− 1.
本文目的在于讨论有界解析函数 n 阶导数的估计式，主要结果如下.
定理 1.1 设 ϕ(z) 在 |z| < 1 内解析，且 |ϕ(z)| < 1，则

|ϕ(n)(z)| ≤
n∑

v=1

Av
|z|n−v

(1− |z|2)n

n!(n− 1)!
(n− v)!(v − 1)!

,
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其中 A2m+1 = 1− |c0|2 − · · · − |cm|2，A2m+2 = 1− |c0|2 − · · · − |cm|2，m = 0, 1, 2, · · · ,

cm = 1
m!

[ϕ(m)(z)(1− |z|2)m +
m−1∑
j=1

(−1)j m!(m−1)!
j!(m−j)!(m−j−1)!

z̄j(1− |z|2)m−jϕ(m−j)(z)].

推论 1.1 设 ϕ(z) 在 |z| < 1 内解析，且 |ϕ(z)| < 1，则

|ϕ(n)(z)| ≤ n!(1− |ϕ(z)|2)
(1− |z|2)n

(1 + |z|)n−1.

推论 1.2 设 ϕ(z) 在 |z| < 1 内解析，且 |ϕ(z)| < 1，则当 n ≥ 3 时有

|ϕ(n)(z)| ≤ n!(1− |ϕ(z)|2)
(1− |z|2)n

(1 + |z|)n−1 − n!|ϕ′(z)|2
(1− |z|2)n−2

[(1 + |z|)n−1 − |z|n−1 − (n− 1)|z|n−2].

此外，我们应用定理证明中所用到的引理，得到了比 Bohr 定理更精确的估计.

2 定理及推论的证明

为便于叙述，以下记 B = {ϕ(z) : ϕ(z) 在 D 上解析，且 |ϕ(z)| < 1}，其中 D 为单位圆.
定理 1.1 的证明需要下面两个引理.
引理 2.1 (见文献 [3]) 设 f(z) ∈ B，H(D) = {D 上全体解析函数 }，记H ′(D) 为H(D)

上的线性泛函空间. 则对 H ′(D) 上的任何线性泛函 L 有下面的不等式成立

|L2(
f(z)− f(ζ)

z − ζ
)| ≤ |L|2(1− f(z)f(ζ)

1− zζ̄
), (2.1)

其中 L2 表示 L2(ϕ) = L(L(ϕ))，ϕ = ϕ(z, ζ) 关于 z 解析，且关于 ζ 解析；|L|2 表示
|L|2(ψ) = L(L(ψ))，ψ = ψ(z, ζ̄) 关于 z 解析，且关于 ζ̄ 解析.

引理 2.2 (见文献 [3]) 设 f(z) ∈ B，若 f(z) =
∞∑

n=0

anzn，则当 n ≥ 0 时有

|a2n+1| ≤ 1− |a0|2 − · · · − |an|2,

|a2n+2| ≤ 1− |a0|2 − · · · − |an|2.
此引理在文献 [3] 中没有给证明，为方便读者，我们给出证明.

证 由引理 2.1 知对H ′(D) 上的任何线性泛函 L 有 (2.1) 式成立. 因为 f(z) =
∞∑

n=0

anzn，

所以

f(z)− f(ζ)
z − ζ

=
∞∑

n=0

an
zn − ζn

z − ζ
=

∞∑
n=1

an(
n−1∑
m=0

zn−1−mζm);

1− f(z)f(ζ)
1− zζ̄

= (
∞∑

n=0

znζ̄n)[1− (
∞∑

n=0

anzn)(
∞∑

m=0

āmζ̄m)]

= (
∞∑

n=0

znζ̄n)− (
∞∑

n=0

znζ̄n)(
∞∑

n=0

anzn)(
∞∑

m=0

āmζ̄m).

设线性泛函 L(F ) = F (0)，即取 F 在 0 点的 Taylor 展开式的常数项，则

L2(
f(z)− f(ζ)

z − ζ
) = Lζ(Lz(

f(z)− f(ζ)
z − ζ

)) = Lζ(
∞∑

n=1

an(
n−1∑
m=0

zn−1−mζm)) = Lζ(
∞∑

n=1

anζn−1) = a1;
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|L|2(1− f(z)f(ζ)
1− zζ̄

) = Lζ(Lz(
1− f(z)f(ζ)

1− zζ̄
))

= Lζ(Lz((
∞∑

n=0

znζ̄n)− (
∞∑

n=0

znζ̄n)(
∞∑

n=0

anzn)(
∞∑

m=0

āmζ̄m)))

= Lζ(1− a0

∞∑
m=0

āmζ̄m) = Lζ(1− ā0

∞∑
m=0

amζm) = 1− |a0|2.

则由 (2.1) 式得 |a1| ≤ 1− |a0|2.
更一般地，若设 L(F ) = F (p)(0)

p!
，即取 F 在 0 点的 Taylor 展开式的 p 次项系数，则

L2(
f(z)− f(ζ)

z − ζ
) = Lζ(Lz(

f(z)− f(ζ)
z − ζ

)) = Lζ(
∞∑

n=1

an(
n−1∑
m=0

zn−1−mζm))

= Lζ(
∞∑

n=p+1

anζn−1−p) = a2p+1;

|L|2(1− f(z)f(ζ)
1− zζ̄

) = Lζ(Lz(
1− f(z)f(ζ)

1− zζ̄
))

=Lζ(Lz((
∞∑

n=0

znζ̄n)− (
∞∑

n=0

znζ̄n)(
∞∑

n=0

anzn)(
∞∑

m=0

āmζ̄m)))

= Lζ(ζ̄p − (
p∑

n=0

ζ̄nap−n)(
∞∑

m=0

āmζ̄m)) = Lζ(ζp − (
p∑

n=0

ζnāp−n)(
∞∑

m=0

amζm))

= 1−
p∑

n=0

|ap−n|2 = 1− |a0|2 − · · · − |ap|2.

则由 (2.1) 式得 |a2p+1| ≤ 1− |a0|2 − · · · − |ap|2. 综上可知，当 n ≥ 0 时, |a2n+1| ≤ 1− |a0|2 −
· · · − |an|2.
下证当 n ≥ 0 时, |a2n+2| ≤ 1− |a0|2 − · · · − |an|2. 令 g(z) = zf(z) =

∞∑
n=0

bnzn，则由上可

知 |b2n+1| ≤ 1 − |b0|2 − · · · − |bn|2, (n = 0, 1, 2, . . .). 注意到 b0 = 0，当 n ≥ 0 时 bn+1 = an，

则 |a2n| ≤ 1− |a0|2 − · · · − |an−1|2, (n = 1, 2, 3, · · · ), 即

|a2n+2| ≤ 1− |a0|2 − · · · − |an|2 (n = 0, 1, 2, · · · ).

至此引理得证.

下面给出定理 1.1 的证明.

证 ϕ(z) ∈ B，考虑 F (z) = ϕ( z+ζ
1+ζ̄z

) =
∞∑

v=0

cvz
v ∈ B, 其中 cv 与 ζ 有关.

ϕ(z) = F (
z − ζ

1− ζ̄z
) =

∞∑
v=0

cv(
z − ζ

1− ζ̄z
)v ∈ B, ϕ(n)(ζ) =

∞∑
v=0

cv
dn

dzn
(

z − ζ

1− ζ̄z
)v|z=ζ .
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又当 v ≥ 1 时，令 f(z) = (z − ζ)v，g(z) = (1− ζ̄z)−v，则

dn

dzn
(

z − ζ

1− ζ̄z
)v =

dn

dzn
[(z − ζ)v(1− ζ̄z)−v] =

dn

dzn
(f(z)g(z)) =

n∑
k=0

(
n

k

)
f (k)(z)g(n−k)(z),

f (k)(z) =

{
v!

(v−k)!
(z − ζ)v−k, k ≤ v,

0, k > v,
g(n−k)(z) =

(v + k − 1)!
(v − 1)!

ζ̄k(1− ζ̄z)−v−k,

所以 dn

dzn ( z−ζ
1−ζ̄z

)v|z=ζ =

{
0, n < v;

(ζ̄)n−v

(1−|ζ|2)n

n!(n−1)!
(n−v)!(v−1)!

, n ≥ v.
那么

ϕ(n)(ζ) =
∞∑

v=0

cv
dn

dzn
(

z − ζ

1− ζ̄z
)v|z=ζ =

n∑
v=1

cv
dn

dzn
(

z − ζ

1− ζ̄z
)v|z=ζ =

n∑
v=1

cv
(ζ̄)n−v

(1− |ζ|2)n

n!(n− 1)!
(n− v)!(v − 1)!

.

所以 |ϕ(n)(ζ)| ≤
n∑

v=1

|cv| |ζ|n−v

(1−|ζ|2)n

n!(n−1)!
(n−v)!(v−1)!

. 若令

A2m+1 = 1− |c0|2 − · · · − |cm|2, A2m+2 = 1− |c0|2 − · · · − |cm|2,

其中m = 0, 1, 2, · · · . 则利用引理 2.2 的结果对 |cv| 进行放大，可得

|ϕ(n)(ζ)| ≤
n∑

v=1

Av
|ζ|n−v

(1− |ζ|2)n

n!(n− 1)!
(n− v)!(v − 1)!

.

注意到 cm 是由式子 F (z) = ϕ( z+ζ
1+ζ̄z

) =
∞∑

v=0

cvz
v 决定的，则 cm = 1

m!
∂m

∂zm ϕ( z+ζ
1+ζ̄z

)|z=0. 由文献

[4] 知

∂m

∂zm
ϕ(

z + ζ

1 + ζ̄z
) =ϕ(m)(

z + ζ

1 + ζ̄z
)(

1− |ζ|2
(1 + ζ̄z)2

)m

+
m−1∑
j=1

(−1)j m!(m− 1)!
j!(m− j)!(m− j − 1)!

ζ̄j(1− |ζ|2)m−j

(1 + ζ̄z)2m−j
ϕ(m−j)(

z + ζ

1 + ζ̄z
),

则 cm = 1
m!

[ϕ(m)(ζ)(1− |ζ|2)m +
m−1∑
j=1

(−1)j m!(m−1)!
j!(m−j)!(m−j−1)!

ζ̄j(1− |ζ|2)m−jϕ(m−j)(ζ)]. 将 ζ 换

成 z 即得定理结果.
在定理 1.1 中显然 Av ≤ 1− |c0|2, v = 0, 1, 2, . . .，我们利用 1− |c0|2 对 Av 进行放大，得

到了推论 1.1.
下面给出推论 1.1 的证明.

证 由定理 1.1 的结果可知 |ϕ(n)(z)| ≤
n∑

v=1

(1− |c0|2) |z|n−v

(1−|z|2)n

n!(n−1)!
(n−v)!(v−1)!

. 又 c0 = ϕ(z)，则

|ϕ(n)(z)| ≤
n∑

v=1

(1− |ϕ(z)|2) |z|n−v

(1− |z|2)n

n!(n− 1)!
(n− v)!(v − 1)!

=
n!(1− |ϕ(z)|2)

(1− |z|2)n

n−1∑
m=0

(n− 1)!
m!(n−m− 1)!

|z|m

=
n!(1− |ϕ(z)|2)

(1− |z|2)n

n−1∑
m=0

(
n− 1

m

)
|z|m =

n!(1− |ϕ(z)|2)
(1− |z|2)n

(1 + |z|)n−1.
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至此，推论得证.
此外，在作者最近发表的文献 [5] 中也得到了和推论 1.1 相同的结果. 考虑定理 1.1 结果

中的 Av，若当 v ≥ 3 时统一放大 Av 至 Av ≤ 1− |c0|2 − |c1|2，那么可得推论 1.2.
下面给出推论 1.2 的证明.

证 由定理 1.1的结果知 |ϕ(n)(z)| ≤
n∑

v=1

Av
|z|n−v

(1−|z|2)n

n!(n−1)!
(n−v)!(v−1)!

,其中A1 = A2 = 1−|c0|2，
当 v ≥ 3 时 Av ≤ 1− |c0|2 − |c1|2，c0 = ϕ(z)，c1 = ϕ′(z)(1− |z|2). 那么

|ϕ(n)(z)| ≤
2∑

v=1

Av
|z|n−v

(1− |z|2)n

n!(n− 1)!
(n− v)!(v − 1)!

+
n∑

v=3

Av
|z|n−v

(1− |z|2)n

n!(n− 1)!
(n− v)!(v − 1)!

≤(1− |c0|2)
2∑

v=1

|z|n−v

(1− |z|2)n

n!(n− 1)!
(n− v)!(v − 1)!

+ (1− |c0|2 − |c1|2)
n∑

v=3

|z|n−v

(1− |z|2)n

n!(n− 1)!
(n− v)!(v − 1)!

=(1− |c0|2)
n∑

v=1

|z|n−v

(1− |z|2)n

n!(n− 1)!
(n− v)!(v − 1)!

+ (−|c1|2)
n∑

v=3

|z|n−v

(1− |z|2)n

n!(n− 1)!
(n− v)!(v − 1)!

=
n!(1− |ϕ(z)|2)

(1− |z|2)n
(1 + |z|)n−1 −

n∑
v=3

|ϕ′(z)|2|z|n−v

(1− |z|2)n−2

n!(n− 1)!
(n− v)!(v − 1)!

=
n!(1− |ϕ(z)|2)

(1− |z|2)n
(1 + |z|)n−1 − n!|ϕ′(z)|2

(1− |z|2)n−2
[(1 + |z|)n−1 − |z|n−1 − (n− 1)|z|n−2].

3 精确性的说明

由定理 1.1 与推论 1.1 的证明可知前者的结果比后者精确，但后者的结果更为简洁. 下
面我们利用Mobius 变换 f(z) = z+a

1+āz
来考察定理 1.1 的精确程度.

考察Mobius 变换 f(z) = z+a
1+āz

在 z = 0 处的导数，当求导次数是奇数次时，由定理 1.1
的估计式可知

|f (2n+1)(0)| ≤ A2n+1(2n + 1)! = (2n + 1)!(1− |c0|2 − · · · − |cn|2).

经计算 |c0| = |a|2，当 n ≥ 1 时 |cn| = 1
n!
|f (n)(0)| = |a|n−1(1− |a|2)，则

|f (2n+1)(0)| ≤ (2n + 1)![1− |a|2 − (1− |a|2)2 − |a|2(1− |a|2)2 · · · − |a|2n−2(1− |a|2)2]
= (2n + 1)!(1− |a|2)[1− (1− |a|2)(1 + |a|2 + · · ·+ |a|2n−2)]

= (2n + 1)!|a|2n(1− |a|2).

另一方面，对 f(z) = z+a
1+āz

计算得 |f (2n+1)(0)| = (2n + 1)!|a|2n(1 − |a|2). 所以 f(z) 在
z = 0 处的奇数阶导数的估计值与真实值完全相等.
此外，我们通过比较来说明，推论 1.1 的结果比引言中提到的文献 [2] 的结果要好.

比较推论 1.1 的结果与文献 [2] 的结果，差别在于 (1 + |z|)n−1 与
n−1∑
m=0

I(n,m)|z|m，即比较
n−1∑
m=0

(
n−1
m

)|z|m 与
n−1∑
m=0

I(n,m)|z|m.
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当 n = 2 时，本文所得结果与文献 [1, 2] 的结果相同，但当 n ≥ 3 时，本文结果要比文献
[2] 的结果好. 因为当 n ≥ 3 时，比较

(
n−1
m

)
与 I(n,m)

(
n− 1

0

)
= I(n, 0) = 1,

(
n− 1

1

)
= I(n, 1) = n− 1.

当m ≥ 2 时，
(

n− 1
m

)
=

(
n− 1

n− 1−m

)
=

(
n− 1

n− 1−m

)
I(n−m,m−m)

<

m∑
k=1

(
n− 1

n− k − 1

)
I(n− k, m− k) = I(n,m).

例如当 n = 3 时，文献 [2] 的结果是 |ϕ′′′(z)| ≤ 3!(1+2|z|+3|z|2)
(1−|z|2)3 (1− |ϕ(z)|2)，但本文推论 1.1 的

结果是 |ϕ′′′(z)| ≤ 3!(1+2|z|+|z|2)
(1−|z|2)3 (1− |ϕ(z)|2).

4 引理 2.2 的应用

我们已知有如下的 Bohr 定理.

定理 4.1 (见文献 [6]) 设 ϕ(z) =
∞∑

n=0

anzn 在 |z| < 1 内解析，且 |ϕ(z)| < 1, 则当 |z| < 1
3

时，
∞∑

n=0

|an||z|n < 1, 且 |z| = 1
3
是最佳半径.

利用引理 2.2 我们将得到比 Bohr 定理更精确的估计如下：

定理 4.2 设 ϕ(z) =
∞∑

n=0

anzn 在 |z| < 1 内解析，且 |ϕ(z)| < 1 则当 |z| ≤ 1
3
时，

∞∑
n=0

|an||z|n < 1−
∞∑

n=1

|an|2 |z|
2n+1

1− |z| .

证 设 r = |z|，由引理 2.2

∞∑
n=0

|an||z|n = |a0|+ |a1|r + |a2|r2 + |a3|r3 + |a4|r4 + · · ·+ |an|rn + · · ·

≤|a0|+ (1− |a0|2)r + (1− |a0|2)r2 + (1− |a0|2 − |a1|2)r3 + (1− |a0|2 − |a1|2)r4

+ · · ·+ (1− |a0|2 − · · · − |an|2)r2n+1 + (1− |a0|2 − · · · − |an|2)r2n+2 + · · ·

=|a0|+ (1− |a0|2)
∞∑

n=1

rn −
∞∑

n=1

(|an|2
∞∑

m=2n+1

rm) = |a0|+ (1− |a0|2) r

1− r
−

∞∑
n=1

|an|2 r2n+1

1− r
.

因为 |a0|+ (1− |a0|2) r
1−r
关于 r 单调递增，那么当 r ≤ 1

3
时

∞∑
n=0

|an||z|n ≤ |a0|+ (1− |a0|2) r

1− r
−

∞∑
n=1

|an|2 r2n+1

1− r

≤|a0|+ (1− |a0|2)
1
3

1− 1
3

−
∞∑

n=1

|an|2 r2n+1

1− r
=

2|a0|+ 1− |a0|2
2

−
∞∑

n=1

|an|2 r2n+1

1− r
.
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又当 0 ≤ |a0| < 1 时，2|a0|+1−|a0|2
2

< 1，所以当 r ≤ 1
3
时，

∞∑
n=0

|an||z|n < 1−
∞∑

n=1

|an|2 r2n+1

1−r
. 定

理证毕.
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Abstract: In this article, we mainly study the n-th derivatives of bounded analytic functions.

By using the coefficient estimation of Taylor expansion, we obtain an estimate of the n-th

derivatives for bounded analytic functions. This estimate improves some results obtained before.
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